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MAT 210 iLERI ANALIZ I1I
1. ARASINAV COZUMLERI

1) (a) Her k € Nigin f; : S C R — R olmak iizere verilen bir (fx) fonksiyon dizisinin S kiimesi
iizerinde bir f : S — R fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasii tanimlayiniz. (10 puan)

(b) Her k € N i¢in fy : [a,b] — R siirekli fonksiyonlar olmak iizere [a,b] iizerinde fr = f
gerceklensin. Bu durumda

lim /abfk(x)dx:/abf(x)dx

k—o0

oldugunu ispatlayimiz. (15 puan)
cOzUM.

(a) S iizerinde fr = f olmasi su demektir: Ve > 0 icin ko = ko(e) > 0> Vo € S ve Vk > ko
icin |fr(x) — f(x)| < e gerceklenir.

(b) Oncelikle biliyoruz ki diizgiin yakinsaklik, siirekliligi korur; yani her bir fy, [a, b] iizerinde
siirekli ve fr = f oluyorsa, bu durumda f fonksiyonu da [a,b] iizerinde siirekli olup
Riemann anlaminda integrallenebilirdir. §imdi, [a, b] iizerinde f; = f olmasindan, Ve >
0 igin Jko = ko(e) > 0 > YV € [a,b] ve VEk > k¢ i¢in | fr(x) — f(z)| < e/(b—a) yazabiliriz.
Dolayisiyla yine k > kg oldugu siirece

/ab fi(z)dz — /abf(a:)da: /ab (fiu(z) = f(z)) da

b
< / (@) — f(z)] da
Qe b

dx =
o o=

bulunur. Bu ise limg_, o fab fr(z)dx = f: f(z)dx oldugunu gosterir.

<




2) Her k € Nigin f : [0,1] — R, fi(z) = kze " olacak sekilde (f}) fonksiyon dizisi veriliyor.
Buna gore [0, 1] araligy iizerinde (fx) dizisi:

(a) noktasal yakinsak midir, neden? (10 puan)
(b) diizgiin yakinsak midir, neden? (15 puan)

cOzUM.

(a) Her bir z € [0,1] i¢in klim fr(x) = klim Ti; = 0 = f(z) oldugu goriilmektedir; yani
—00 —00 €
[0, 1] iizerinde (fx) fonksiyon dizisi f = 0 fonksiyonuna noktasal yakinsaktir.

(b) Simdi (a) sikkindaki noktasal yakinsamanin diizgiin olup olmadigini aragtiralim. Bunun
i¢gin 1. sorunun (b) sikkindan yararlanabiliriz. Gergekten fol f(x)dx = 0 olmasina rag-
men

. L . U kx

i [ deyie = i [ e
1 Lk

= — lim

d
2 k—oo 0 Y

eku

gergeklenir. Dolayisiyla yakinsama diizgiin olamaz.
(b) sikki igin 2. yol: Eger

z€[0,1] z€[0,1]

seklinde tamimlarsak, biliyoruz ki [0, 1] iizerinde fr = f = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter
kx

ekx?
fonksiyonun [0, 1] tizerindeki supremum (yani maksimum) degerini hesaplamamiz gerekir.
g nin [0, 1] araligima diigen kritik noktalar1 ¢’(x) = 0 yazilarak bulunabilir. Buradan

kosul klim ¢r = 0 olmasidir. Buna gore &k € N sabit tutulmak iizere g(z) =
—00

kekr® — ok242¢ke”
g@) = 0= (ekx2)2 =0

1
x = ——= €10, 1] (her bir £ i¢in
el Gin

elde edilir. [0, 1] iizerinde g nin tiirevinin isaret incelemesini yaparsak © = ——= nok-

tasinda g nin maksimum deger aldigini goriiriiz; yani

= sup 42 (1>— k
g a:e[or,)l} R ANGY V2ek

v 2ek

f = 0 fonksiyonuna noktasal yakinsamasi [0, 1] aralig1 izerinde diizgiin olamaz.

bulunur. Burada lim ¢; = lim
k—o00 k—o0

> = 0o oldugundan, (f;) fonksiyon dizisinin



v L

33k kuvvet serisi veriliyor. Buna gore:

(a) Kuvvet serisinin yakinsaklik araligini bulunuz. (10 puan)

(b) Kuvvet serisi aym yakinsaklik araligi iizerinde diizgiin yakinsak midir, neden? (15

puan)

cOzUM.

(a) Kuvvet serisinin £ = 0 da yakinsak oldugu agiktir. O halde x # 0 oldugu gozoniine

alinirsa,

] xk—i—l k33k | x‘
lim =
k—oo | (k 4 1)33k+1 gk 3
elde edilir. Buna gore |z| < 3 igin seri mutlak yakinsak (yani yakinsak), |z| > 3 igin
wraksak olup |z| = 3 (yani x = £3) i¢in siipheli hal vardir. Bu ug noktalarda

[e.9]
1
zr = 3 = Zﬁ serisi yakinsak,
k=1
o~ (-1
x = -3 :>Z 13 serisi yakinsak,
k=1

oldugundan verilen kuvvet serisinin (noktasal) yakinsaklik araligi [—3, 3] kapali arahigidir.

(b) Simdi her = € [—3,3] ve her k € N icin

Tk

K33k

1

2] <3 = |fe(z)] = < 3

= Mk

ve ayrica
o0 oo 1
Z My, = Z = serisi yakinsak
k=1 k=1

oldugundan Weierstrass M-Testi uyarinda verilen kuvvet serisi [—3, 3| aralig1 iizerinde
ayn1 zamanda diizgiin yakinsaktir.



4) (a) D = la,b] x [c,d] dikdortgensel bolge iizerinde simirh olan bir f : D € R? — R
fonksiyonunun integrallanebilmesi ne demektir? (Burada uygulanan adimlart kisaca
ozetleyiniz). (10 puan)

(b) D =10,1] x [0, 2] oldugunda

1, (z,y) € D, x ve y rasyonel ise

. 2 =
f:DCR®* =R, f(z,y) = { —1, diger durumlarda

seklinde tanimlanan f fonksiyonu, D dikdortgensel bolgesi iizerinde integrallenebilir
midir, neden? (15 puan)

cOzZUM.

(a) Asagidaki sekilde oldugu gibi oncelikle D = [a,b] x [c, d] dikdértgeninin keyfi bir P =
{Rij :1=1,2,...,n; j=1,2,...,m} parcalanmasini goz oniine aliriz.

g (%.)

i = ¥ /

X

I I I I I I
a=x X X Tpq B =12,

Bu sekildeki her bir kiiciik hiicreyi R;; ile gosterdigimize dikkat ediniz. $imdi her bir
R;; hiicresinden birer keyfi (z7, yj*) temsilci noktasi secelim. Yukaridaki parcalanmaya
gore bu tip temsilci noktalardan toplam mn adet segmek durumundayiz. Her bir R;;
dikdortgeninin alanini A(R;;) ile gosterirsek, bu durumda

S(Pf) =YY fla},y})A(Ryj)

i=1 j=1

toplamina f nin P pargalanmasina gore “Riemann toplami” adi verilir. Bu toplam
stiphesiz temsilci noktalarinin se¢imine de baghdir. Her bir R;; dikdortgeninin kosegen
uzunlugunu 7;; ile gosterilirse, P pargalanmasinin boyu (normu)

seklinde tanimlanir. Buna gore, eger

lim S(P,
[Pll—0 (75)

limiti mevcut ise bu durumda f fonksiyonu D dikdoértgeni iizerinde Riemann anlaminda
integrallenebilirdir deriz ve bunu [[ f(z,y)dA ile gosteririz.
D



(b) Simdi D = [0,1] x [0, 2] dlkdortgeninin herhangi bir pargalanmasini goéz oniine alirsak,
tiim R;; hiicrelerinde en az bir (hatta sonsuz goklukta) her iki bileseni de rasyonel olan
(z7,y;) € Rij temsilci noktalarim segebiliriz (Iki reel say1 arasinda her zaman bir rasyonel
say1 bulunabilecegini hatirlayiniz). Bu se¢gime gore fonksiyonun tanimindan

S(Pf) = D> fhu)A(Ry)

i=1 j=1

= > > A(Ry)
i=1 j=1
= 2 (dikdortgenin alani)

bulunur. Fakat her bir I2;; hiicresinde irrasyonel sayilar da bulunabileceginden dolay1, bu
sefer (z7, y;‘) € R;; temsilci noktalarimizi, en az bir bileseni irrasyonel olan noktalardan
secelim. Bu secime kasilik gelen Riemann toplami ise, fonksiyonun tanimindan

S(Pf) = Y > flaf,y))A(Ry)
i=1 j=1
= =) ) A(Ry)
i=1 j=1
= -2

elde edilir. Sonug olarak || P|| — 0 iken S(P, f) nin tek bir degere yaklagmadigini goriiriiz;
yani verilen f fonksiyonu D = [0,1] x [0,2] dikdortgeni iizerinde Riemann anlaminda
integrallenemez.



