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MAT 210 ·ILER·I ANAL·IZ II
1. ARASINAV ÇÖZÜMLER·I

1) (a) Her k 2 N için fk : S � R! R olmak üzere verilen bir (fk) fonksiyon dizisinin S kümesi
üzerinde bir f : S ! R fonksiyonuna düzgün yak¬nsak olmas¬n¬tan¬mlay¬n¬z. (10 puan)

(b) Her k 2 N için fk : [a; b] ! R sürekli fonksiyonlar olmak üzere [a; b] üzerinde fk � f
gerçeklensin. Bu durumda

lim
k!1

Z b

a
fk(x)dx =

Z b

a
f(x)dx

oldu¼gunu ispatlay¬n¬z. (15 puan)

ÇÖZÜM.

(a) S üzerinde fk � f olmas¬şu demektir: 8" > 0 için 9k0 = k0(") > 0 3 8x 2 S ve 8k > k0
için jfk(x)� f(x)j < " gerçeklenir.

(b) Öncelikle biliyoruz ki düzgün yak¬nsakl¬k, süreklili¼gi korur; yani her bir fk; [a; b] üzerinde
sürekli ve fk � f oluyorsa, bu durumda f fonksiyonu da [a; b] üzerinde sürekli olup
Riemann anlam¬nda integrallenebilirdir. Şimdi, [a; b] üzerinde fk � f olmas¬ndan, 8" >
0 için 9k0 = k0(") > 0 3 8x 2 [a; b] ve 8k > k0 için jfk(x)� f(x)j < "=(b�a) yazabiliriz.
Dolay¬s¬yla yine k > k0 oldu¼gu sürece����Z b

a
fk(x)dx�

Z b

a
f(x)dx

���� =

����Z b

a
(fk(x)� f(x)) dx

����
�

Z b

a
jfk(x)� f(x)j dx

<
"

b� a

Z b

a
dx = "

bulunur. Bu ise limk!1
R b
a fk(x)dx =

R b
a f(x)dx oldu¼gunu gösterir.
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2) Her k 2 N için fk : [0; 1] ! R, fk(x) = kxe�kx
2
olacak şekilde (fk) fonksiyon dizisi veriliyor.

Buna göre [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde (fk) dizisi:

(a) noktasal yak¬nsak m¬d¬r, neden? (10 puan)
(b) düzgün yak¬nsak m¬d¬r, neden? (15 puan)

ÇÖZÜM.

(a) Her bir x 2 [0; 1] için lim
k!1

fk(x) = lim
k!1

kx

ekx2
= 0 = f(x) oldu¼gu görülmektedir; yani

[0; 1] üzerinde (fk) fonksiyon dizisi f = 0 fonksiyonuna noktasal yak¬nsakt¬r.

(b) Şimdi (a) ş¬kk¬ndaki noktasal yak¬nsaman¬n düzgün olup olmad¬¼g¬n¬araşt¬ral¬m. Bunun
için 1. sorunun (b) ş¬kk¬ndan yararlanabiliriz. Gerçekten

R 1
0 f(x)dx = 0 olmas¬na ra¼g-

men

lim
k!1

Z 1

0
fk(x)dx = lim

k!1

Z 1

0

kx

ekx2
dx

=
1

2
lim
k!1

Z 1

0

k

eku
du

=
1

2
lim
k!1

�
�e�kuju=1u=0

�
=

1

2
lim
k!1

�
1� 1

ek

�
=

1

2
6= 0

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla yak¬nsama düzgün olamaz.
(b) ş¬kk¬için 2. yol: E¼ger

ck = sup
x2[0;1]

jfk(x)� f(x)j = sup
x2[0;1]

kx

ekx2

şeklinde tan¬mlarsak, biliyoruz ki [0; 1] üzerinde fk � f = 0 olmas¬için gerek ve yeter

koşul lim
k!1

ck = 0 olmas¬d¬r. Buna göre k 2 N sabit tutulmak üzere g(x) =
kx

ekx2

fonksiyonun [0; 1] üzerindeki supremum (yani maksimum) de¼gerini hesaplamam¬z gerekir.
g nin [0; 1] aral¬¼g¬na düşen kritik noktalar¬g0(x) = 0 yaz¬larak bulunabilir. Buradan

g0(x) = 0) kekx
2 � 2k2x2ekx2�
ekx2

�2 = 0

) x =
1p
2k
2 [0; 1] (her bir k için)

elde edilir. [0; 1] üzerinde g nin türevinin i̧saret incelemesini yaparsak x =
1p
2k

nok-

tas¬nda g nin maksimum de¼ger ald¬¼g¬n¬görürüz; yani

ck = sup
x2[0;1]

kx

ekx2
= g

�
1p
2k

�
=

kp
2ek

bulunur. Burada lim
k!1

ck = lim
k!1

�
kp
2ek

�
= 1 oldu¼gundan, (fk) fonksiyon dizisinin

f = 0 fonksiyonuna noktasal yak¬nsamas¬[0; 1] aral¬¼g¬üzerinde düzgün olamaz.
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3)
1P
k=1

xk

k33k
kuvvet serisi veriliyor. Buna göre:

(a) Kuvvet serisinin yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬n¬bulunuz. (10 puan)

(b) Kuvvet serisi ayn¬ yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬ üzerinde düzgün yak¬nsak m¬d¬r, neden? (15
puan)

ÇÖZÜM.

(a) Kuvvet serisinin x = 0 da yak¬nsak oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde x 6= 0 oldu¼gu gözönüne
al¬n¬rsa,

lim
k!1

���� xk+1

(k + 1)33k+1
k33k

xk

���� = jxj
3

elde edilir. Buna göre jxj < 3 için seri mutlak yak¬nsak (yani yak¬nsak), jxj > 3 için
¬raksak olup jxj = 3 (yani x = �3) için şüpheli hal vard¬r. Bu uç noktalarda

x = 3 )
1X
k=1

1

k3
serisi yak¬nsak,

x = �3 )
1X
k=1

(�1)k
k3

serisi yak¬nsak,

oldu¼gundan verilen kuvvet serisinin (noktasal) yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬[�3; 3] kapal¬aral¬¼g¬d¬r.
(b) Şimdi her x 2 [�3; 3] ve her k 2 N için

jxj � 3) jfk(x)j =
���� xkk33k

���� � 1

k3
=:Mk

ve ayr¬ca
1X
k=1

Mk =
1X
k=1

1

k3
serisi yak¬nsak

oldu¼gundan Weierstrass M -Testi uyar¬nda verilen kuvvet serisi [�3; 3] aral¬¼g¬üzerinde
ayn¬zamanda düzgün yak¬nsakt¬r.
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4) (a) D = [a; b] � [c; d] dikdörtgensel bölge üzerinde s¬n¬rl¬ olan bir f : D � R2 ! R
fonksiyonunun integrallanebilmesi ne demektir? (Burada uygulanan ad¬mlar¬ k¬saca
özetleyiniz ). (10 puan)

(b) D = [0; 1]� [0; 2] oldu¼gunda

f : D � R2 ! R, f(x; y) =
�

1; (x; y) 2 D; x ve y rasyonel ise
�1; di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlanan f fonksiyonu, D dikdörtgensel bölgesi üzerinde integrallenebilir
midir, neden? (15 puan)

ÇÖZÜM.

(a) Aşa¼g¬daki şekilde oldu¼gu gibi öncelikle D = [a; b] � [c; d] dikdörtgeninin key� bir P =
fRij : i = 1; 2; :::; n; j = 1; 2; :::;mg parçalanmas¬n¬göz önüne al¬r¬z.

Bu şekildeki her bir küçük hücreyi Rij ile gösterdi¼gimize dikkat ediniz. Şimdi her bir
Rij hücresinden birer key� (x�i ; y

�
j ) temsilci noktas¬seçelim. Yukar¬daki parçalanmaya

göre bu tip temsilci noktalardan toplam mn adet seçmek durumunday¬z. Her bir Rij
dikdörtgeninin alan¬n¬A(Rij) ile gösterirsek, bu durumda

S(P; f) :=

nX
i=1

mX
j=1

f(x�i ; y
�
j )A (Rij)

toplam¬na f nin P parçalanmas¬na göre �Riemann toplam¬� ad¬ verilir. Bu toplam
şüphesiz temsilci noktalar¬n¬n seçimine de ba¼gl¬d¬r. Her bir Rij dikdörtgeninin köşegen
uzunlu¼gunu rij ile gösterilirse, P parçalanmas¬n¬n boyu (normu)

kPk := max
i=1;2;:::;n
j=1;2;:::;m

rij

şeklinde tan¬mlan¬r. Buna göre, e¼ger

lim
kPk!0

S(P; f)

limiti mevcut ise bu durumda f fonksiyonu D dikdörtgeni üzerinde Riemann anlam¬nda
integrallenebilirdir deriz ve bunu

RR
D

f(x; y)dA ile gösteririz.
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(b) Şimdi D = [0; 1] � [0; 2] dlkdörtgeninin herhangi bir parçalanmas¬n¬göz önüne al¬rsak,
tüm Rij hücrelerinde en az bir (hatta sonsuz çoklukta) her iki bileşeni de rasyonel olan
(x�i ; y

�
j ) 2 Rij temsilci noktalar¬n¬seçebiliriz (·Iki reel say¬aras¬nda her zaman bir rasyonel

say¬bulunabilece¼gini hat¬rlay¬n¬z). Bu seçime göre fonksiyonun tan¬m¬ndan

S(P; f) =
nX
i=1

mX
j=1

f(x�i ; y
�
j )A (Rij)

=
nX
i=1

mX
j=1

A (Rij)

= 2 (dikdörtgenin alan¬)

bulunur. Fakat her bir Rij hücresinde irrasyonel say¬lar da bulunabilece¼ginden dolay¬, bu
sefer (x�i ; y

�
j ) 2 Rij temsilci noktalar¬m¬z¬, en az bir bileşeni irrasyonel olan noktalardan

seçelim. Bu seçime kaş¬l¬k gelen Riemann toplam¬ise, fonksiyonun tan¬m¬ndan

S(P; f) =
nX
i=1

mX
j=1

f(x�i ; y
�
j )A (Rij)

= �
nX
i=1

mX
j=1

A (Rij)

= �2

elde edilir. Sonuç olarak kPk ! 0 iken S(P; f) nin tek bir de¼gere yaklaşmad¬¼g¬n¬görürüz;
yani verilen f fonksiyonu D = [0; 1] � [0; 2] dikdörtgeni üzerinde Riemann anlam¬nda
integrallenemez.
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